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Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. On considere ’évolution de la taille
d’une population au fil des générations. On note Z, la taille de la population a la génération
n € N. La génération n + 1 est formée de la maniére suivante : le k™€ individu de la
génération n fait un nombre d’enfant aléatoire X, ; de méme loi que X, indépendamment
des autres et des générations précédentes, puis meurt immédiatement. On a donc

Zn
ZnJrl = Z Xn,k
k=1

ot les (X, k)nk>1 sont ii.d. et de méme loi que X, indépendantes de Zy. On adopte la
convention Z,y1 := 0 si Z, = 0. On souhaite étudier le comportement de Z, lorsque
n — 00, en fonction de la loi de X et de Zy. On note py, = P(X = k) pour tout k& € N.

Premiere partie — Réductions

1. Montrer que la suite (Z,)n>0 est une chaine de Markov homogene sur N. Préciser le
noyau de transition en fonction de la loi de X, et la nature de 1’état 0.
Dans toute la suite, on suppose que 7y > 0

2. Soit Py la probabilité de retour a I’état k > 1. Montrer que P, = p’f si po = 0, tandis
que P, <1-— plg sinon. En déduire que si p; < 1 alors tous les états non nuls sont
transitoires et en particulier P(lim,,_,o Z, = 0 ou lim,_,oc Z, = 00) =1

3. (a) Montrer que le comportement de (Z,),>0 se raméne au cas ou Zy = 1.
Dans toute la suite, on suppose que Z; =1

) Montrer que si pg = 1, alors Z,, = 0 pour tout n > 1
) Montrer que si p; = 1, alors Z,, = 1 pour tout n > 1
(d) Montrer que si p;, = 1 pour un certain k > 2, alors P(limy, o Z, = 00) =1
) Montrer que si pg =0 et p; < 1 alors P(limy,, 00 Zp, = 00) =1
(f) Montrer que si pg + p1 = 1 alors P(lim,, o Z, =0) =1
Dans toute la suite, on suppose que 0 < pg < pg+p1 <1 et pp <1 VEk

Seconde partie — Probabilité d’extinction
On s’intéresse a présent a la probabilité d’extinction P(T < 00) de (Zp)n>0, Ol
T := inf{n € N tel que Z, =0}
est le temps d’extinction. On rappelle que la fonction génératrice de X est
Gx :s€[0,1] — Gx(s) := E(s¥) € [0,1].

Si X est intégrable, alors Gx est dérivable en 1~ et G’y (17) = E(X). De plus, si X est de
carré intégrable, alors Gx est deux fois dérivable en 17 et G%(17) = E(X (X —1)).
Dans toute la suite, on suppose que X a une moyenne m et une variance o?.



. Montrer que Gx est strictement convexe (utiliser pg +p; < 1)

. Montrer que si m < 1, alors Gx admet 1 comme unique point fixe sur ]0, 1], qui est

attractif

. Montrer que si m > 1, alors Gx admet deux points fixes sur ]0, 1] qui sont 1 et g ou

q est 'unique solution de Gx(q) = ¢, et que seul ¢ est attractif (utiliser pg > 0)

. Montrer que Gz, = (Gx)°™ ou on désigne I'itérée n®™¢, pour tout n > 1

5. En déduire que si X est intégrable de moyenne m, alors pour tout n > 1, Z,, est

intégrable de moyenne m™. De plus, si X est de carré intégrable de variance o2, alors
pour tout n > 1, Z, est de carré intégrable de variance o?m™(m™ —1)/(m? —m) si
m#1et no?sim=1.

6. Montrer que {T' < 0o} = Up>0{Z, = 0} et que {Z,, =0} C {Z,,11 =0}
7. Montrer que P(T < o0) = limy, .o P(Z, = 0) = lim,, o0 Gz, (0).
8. En déduire que P(T' < 00) =1 si m < 1 tandis que P(T' < co) = ¢ si m > 1.

Troisieme partie — Etude du cas sur-critique

Dans cette section, on suppose que m > 1. Nous avons montré que dans ce cas, la taille
moyenne de population croit géométriquement : E(Z,,) = m™ pour tout n > 0, mais peut
s’éteindre avec une probabilité ¢ = P(T' < co) < 1. On pose W,, := Z,,/m"™.
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Montrer que E(Wyqx — Wp)?) = 7‘;—1 177;2”57’: pour tout n,k > 0

En déduire que (W,,),>0 converge dans L% vers une variable aléatoire W € L2
Montrer que Y02  E((W,,—W)?) < oo et en déduire que W,, — W presque siirement
Montrer que W a pour moyenne 1 et variance o2/(m? —m).

Montrer que sur ’événement {Z; = k}, le vecteur aléatoire (Zo, . .., Z,) est la somme
de k vecteurs aléatoires i.i.d. de méme loi que (Zy,..., Z,_1).

En déduire que P(W = 0| Z; = k) = P(W = 0)*
En déduire que P(W = 0) est un point fixe de Gx
En déduire que P(W = 0) = P(T < o).

Notons Ly (t) := E(e7tWn) et L(t) := E(e~*") la transformée de Laplace de W, et de
W respectivement. Montrer que L(mt) = Gx(L(t)) pour tout ¢t > 0, et L'(0) = —1,
et que cela caractérise la loi de W.

— Fin du sujet —



