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PREFACE

Cet ouvrageprésenteun panoramasousforme d’introduction accessibleau plus grand
nombre,autourdesinégalitésde SoBoOLEV logarithmiquesll a étérédigéparles membres
d’un groupede travail consacré ce thémea I'Uni versitéPaul-SABATIER de Toulouselors
du printemps1999.

Les inégalitésde SoBOLEV logarithmiquessontdevenuesun outil majeurde I'analyse
endimensioninfinie, tout enjouantaussiun réle en dimensionfinie. Néesau déhut desan-
néessoixante-dixavec les travaux sur'hypercontractvité de NELSON enthéoriequantique
deschamps.elles prennentle nom qu’elles portentaujourd’hui depuisl’article fondateur
de Gross en 1975. Celui-ci établit notammentdansce travail I'équivalencefondamentale
entrehypercontractiité etinégalitéde SoBOLEV logarithmique et metenévidencdespre-
miersexemplesde mesuregde BERNOULLI etde GAUSS) pourlesquelleson disposed’une
telle inégalité.La notion d’entropie, partie prenantede la définition d’'inégalité de Soso-
LEV logarithmique trouve néanmoinssesoriginesvingt cing annéeglus tét enthéoriede
l'information graceaux travaux de SHANNON. Une lecturemoderne(menéeen particulier
danscesnotes)fait apparaitrequel’'inégalité de SOBOLEV logarithmiquepourles mesures
gaussiennessten fait déjaprésentalésles annéessoixante,dansles travaux de STAM et
BLACHMAN enthéoriedel’'information!

Lesinégalitésde SoBOLEV logarithmiqueontd'abordétéétabliesdande cadregaussien.
Elles ont été ensuiteétenduesa dessituationsde plus en plus généralesen mémetemps
que leur utilité dépassaitargementle cadrede la théorie quantiquedeschamps.Pourles
introduire,rappelondriévementia notiond’inégalitéde SoBoLEv. Dansl’espaceeuclidien
dedimensiom (> 3), il estbienconnugu’unefonctiondontle gradieniestdecarréintégrable
estenfait dansl'espacel P, avec p = 2n/(n— 2). Plus précisément/espacede SOBOLEV
H! seplongedansL P & I'aide d’uneinégalité(de SoBOLEV) qui affirme I'existenced’une
constanteC, (explicite etoptimale)telle que,pourtoutefonctiondérivable,on ait

(n-2)/n
[/ |f|2”/(”"2)dx] gcn/ IO [2dx.
RN RN

Cetteinégalitépossédalesvariantesyenforcéesurl’espacehyperbolique gt plusfaible sur
les sphéresDe méme,surunevariétéM riemannienneompactede dimensionn, et pourla
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mesurede RIEMANN associégi(dx), nouspouvonstrouver desconstante#\ et B dépendant
dela variététellesque,pourtoutefonctiondontle gradientsoit de carréintégrable on ait

[/ |12 (g <A[ 12 +8 [ 10X
M M M

Desinégalitésanalogue®ntlieu surlesouvertsdeR", etsurceuxdesvariétégiemanniennes
dontla géométrieestsuffisammentontrblée.

Cesinégalitéssonttrésutiliséesdansle contrdledessolutionsde nombreuxtypesd’équa-
tionsauxdérivéespartielles ainsiquedansdesprobléemedd’existencede solutions carelles
donnenten fait descompacitésie plongementslesespacesie SOBOLEV dansdesespaces
LP.

Malheureusementesinégalitéscessent’'étre validessi I'on remplacepar exemplela
mesurede LEBESGUE de R" par la mesuregaussiennegu par d’autresmesuresjui n'ont
pasune densitébornéesupérieuremengt inférieurementD’autre part, ellesdépendentle
la dimensionet sontpar conséqueninutilisablesdanstousles problémedaisantintervenir
un nombreinfini de variablescommeparexemplelesproblémesssusde la mécaniquesta-
tistique, dessystemesgle particulesen interaction,de I'analyseen dimensioninfinie, surles
espaceslecheminsoudelacets.

L'exemple gaussierestemblématiqualu conceptmémed’inégalité de SOBOLEV loga-
rithmigue. Cet exempleconcentrea lui seultoutesles difficultésinhérentesh la dimension
infinie. Pourla mesuregaussiennstandards, (dx) surR", I'inégalité de SosoLEV logarith-
miqueindiquequepourtoutefonction f sufisammentéguliere,

/ f2|ogf2yn(dx)</ fzyn(dx)log/ fzyn(dx)+2/ |0 [2yn(dx).
RPN RPN RPN RrRD

Danscecadre si unefonctionestdecarréintégrableainsiquesongradientglle estseulement
dansl’espacel 2logL 2. Le plongementle SoBOLEV dégénéreloncenun facteurlogarith-
mique.En revanche cetteinégalitéestindépendantée la dimension et seprolongeraainsi
aisémeng dessituationsde dimensioninfinie.

Nous avons la un exempletypique de situationou apparaftune inégalité de SOBOLEV
logarithmique Elle s’étendraa de nombreuseautressituationsenfaisantvarierlesmesures,
ou le gradienten changeante structureriemannienneOn remplaceralorsla constante?
pard’autresconstantesiépendantiu modéleconsidéreé.

L'un desavantagesrincipauxdesinégalitésde SOBOLEV logarithmiquesestleur pro-
priétédetensorisation leur existencesurdeuxespaceslistinctsassurdeur validité surl'es-
paceproduit avec pour constantde maximumdesconstantesnitiales. Cettepropriété,qui
n'est pasvalablepourlesinégalitéde SOBOLEV classiquesgonstituela clé du passagesn
dimensioninfinie.

En dépit de soncaractéranfini-dimensionnel)es premierstravaux autourdesinégalités
de SoBOLEV logarithmiquesestentplutdt orientésautourd’'une analysededimensiorfinie.
Citons,parexemple,enanalysede FOURIER, lestravauxde BECKNER surla constanteop-
timale dela normeL P dela transforméede FOURIER, ou les premierscriteresde convexité
(critérel,) deBAKRY et EMERY dand’analysegéométriqualesdiffusions.Plusrécemment,
lesrésultatsde DIACONIS et SALOFF-COSTE font un usagemportantde I'outil desinéga-
lités de SoBOLEV logarithmiquegansl'étude dela convergenceversl’équilibre de chaines

](n—Z)/n
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de MARKOV sur desespacedinis. Enfin, uneinégalitéde SOBOLEV classiqueestéquiva-
lenteala donnéed’unefamille d'inégalitésde SoBoLEV logarithmiguegsousuneformeun

peuplusfaible quecelledonnéeplus haut).Lesinégalitésde SOBOLEV logarithmiqueger

mettentdoncaussil’analysede propriétésdépendaneffectivementde la dimensioncomme
par exemplele comportementiu noyaude la chaleuren tempspetit. Cettedirectiona été
particuliérementéweloppéepar DAVIES.

Contrairementaux inégalitésde SOBOLEV, les inégalitésde SOBOLEV logarithmiques
ne donnentpasimmédiatementesrésultatsde compacité,ou desrésultatsde compacité
trop faibles pour pouwir étre exploités directementLa clé de leur utilisation résidedans
la propriétéd’hypercontractiité. Plus précisémentja donnéed’un gradientet d’'une me-
sureestenfait la donnéed’'un semi-groupale MARKOV associgou encored’un espacele
DIRICHLET). L'inégalité de SoBoLEV logarithmiqueestalors équivalentea une propriété
de régularisationde ce semi-groupe entantque semi-grouped’opérateursjl envoie pour
pourlestempsassegrandd’espacel 2 dansl’espacel P, avec desconstantest desnormes
qui refletentexactementa constantalel'inégalité de SoBoLEV logarithmique Parexemple,
pourle semi-group€r, );, o d’ ORNSTEIN-UHLENBECK demesurdnvariantda mesuregaus-
siennecanoniquey,,

Rllpsq < 1,

désquel < p< < +» eté > /(q—1)/(p—1). Cettepropriétérégularisantel’hyper
contractvité joueunrole crucialdansbeaucouple questionselativesa la vitessede corver
genceal’équilibre. En effet, alorsquelespropriétéspectralemefournissentjuedescornver
gencesxponentielleennormequadratiquel hypercontractvité peutrenforcercesderniéres
ennormeuniformeou envariationtotalepourfournir desestimationgjuantitatvesefficaces
danslesproblemedd’évolutions.

D’autresoutils sontvenusdepuisse joindre aux inégalitésde SoBOLEV logarithmiques
pour I'analysedesespacesle DIRICHLET. L'argumentde HERBST jette un pontentreles
inégalitésde SoBOLEV logarithmiqueset les inégalitésde concentratiorpour les mesures
produitsde TALAGRAND. Cetteétudese poursuitaujourd’huisousl’angle desinégalitésde
transport(de mesures)Cesderniéregéactiventa cetteoccasiones liens évoquésplus haut,
ettrésanciensgdonc,avecla théoriedel'information.

Aveclamécaniquestatistiqueetl’analysesurlesespacedecheminstdelacets)esinéga-
litésde SoBOLEV logarithmigquesiémontrenteurimportanceetleur efficacitéendimension
infinie. Lesrésultatsde STROOCK et ZEGARLINSKI surlesinégalitésde SOBOLEV logarith-
miquespour les systemesle spinsmettenten évidencdesliens avec les conditionsde mé-
langede DOBRUSHIN-SHLOSMAN et déweloppentles applicationsa I'existenceet I'unicité
demesuresie GiBBS envolumeinfini. Lesdiversesontributionsdansle cadredel’analyse
surlesespaceslecheminsetlacetsfont apparaitrelesenjeuxgéométriquest topologiques.
Récemment(3ROSS a menéa bienun examencompletde I'hypercontractvité complee par
le biais desinégalitésde SoBOLEV logarithmiques.

Il estimportantde noter qu'’il estdifficile de décrireun cadresimple qui englobel’en-
sembledes situationsou les objets évoquésprécédemmensont utilisés, sansentrerdans
desconsidérationsechniquesabstraiteu le lecteurauraittoutesles chancegle seperdre.
C’est pourquoiles auteursde cet ouvrageont fait le choix de supposet’existenced’'une
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algebrede fonctionsstablepar le semi-groupeet le générateuinfinitésimal associé Cette
hypothéseechniquedite d'«algébrestandard»qui s’avére délicatea établir dansle cadre
général estnéanmoindacilementvérifiée dansles casles plus simples.Par exemple,pour
unsemi-groupele M ARKOV surunensembldini, on pourrachoisirpouralgébrd’ensemble
detouteslesfonctions,alorsquepourle semi-groupealela chaleurd’'une variétécompacte,
on pourraprendrel’ensemblede toutesles fonctionsde classeC™. Pourle semi-groupale

la chaleurde R", on pourrachoisir I'ensembledesfonctionsa décroissanceapide, et pour
celui d’ORNSTEIN-UHLENBECK I'ensembledesfonctionsa croissancdente.En revanche,
surunevariéténon-compactdgsfonctionsa supportcompactne sontpaspréservéeparle

semi-groupalela chaleur etil faut(sansdoute)trop de contrdlesurla géométrigpourquele

semi-groupale la chaleumprésere lesfonctionsa décroissanceapide.

Néanmoinsge cadreréducteumpermetde donnerdesschémasle démonstratiorsimples
dansuncadreunifié.La plupartdesrésultatprésentégi nedemandenpasenfait quetoutes
les conditionsde I'algébrestandardsoientréaliséesOn peutaussisouwents’y rameneidans
dessituationsparticulieres En mécaniquestatistique par exemple,on peutétablir d’'abord
desrésultatssurdesbhoitesfiniesindépendammerde leur taille et passeensuitea la limite.
Surlesespacesle chemins,on pourratravailler d’abordsur les fonctionsne dépendantue
d’'un nombrefini de coordonnéesSontprésentéglansle texte desexemplesou I'on s’af-
franchit explicitementde cesstabilitéspar le générateuet le semi-groupepostuléesdans
l'algébrestandard.

Cetouvrageneconstitugpasunesommeexhaustie surle thémedesinégalitésde Soso-
LEV logarithmiquesEn particulier, I'étude de cesinégalitésdanslescadresde la mécanique
statistiqueet de I'analysesurles espacesle chemins,d’un déweloppementécent,n’estpas
abordéeConcucommeuneintroductionmultiforme,il apourbut derassemblelesbasess-
sentiellesenunesuited’exposéssimpleset directs,surdesthémesvariés.Le lecteurpourra
trouveruneintroductionauxinégalitésde SoBOLEV logarithmiquegnmécaniquestatistique
dande coursd'initiation deROYER [Roy99, lesnotesdesynthésale GUIONNET et ZEGAR-
LINSKI [GZ00] etle coursde HELFFER enanalysesemi-classiqu§Hel98] ; et dansl'article
de Hsu [Hsu99 lesrésultatsrécentsautourdesinégalitésde SoBoLEV logarithmiquessur
lesespaceslecheminset delacets.

Chaquechapitreestpourl’essentielautonomele premierprésentgrincipalementet de
facon élémentaird’inégalité de SoBOLEV logarithmiquepourla loi de BERNOULLI, puis,
partensorisatioret applicationdu théorémedela limite centralecelle pourlaloi de GAUSS.
Le seconcchapitreestconsacr@uthéoremeale GROSS qui établitl’'équivalenceentreinéga-
lité de SoBOLEV logarithmiqued’un générateumfinitésimalet hypercontractiité du semi-
groupeassociéll estl'occasiond’uneintroductionaux notionsde semi-groupeet de géné-
rateurinfinitésimal et définit en particulier 'hypothésed’algebrestandarden vigueur dans
'ensembledel’ouvrage.Le chapitresuivanttraite despropriétésde stabilitépar produitdes
inégalitéde SoBOLEV logarithmiquesala sourcedesdéweloppementgndimensioninfinie.
Il abordeégalementes questiongde perturbation Cestrois chapitressvoquenten paralléle
lespropriétéscorrespondantegesinégalitésdetrou spectralbu de POINCARE. Le quatrieme
chapitreprésentedesfamilles d'inégalitésfonctionnellesgui interpolententreinégalitésde
SoBOLEV logarithmiqueset inégalitésde SoBOLEV traditionnellesainsi quela traduction
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decesderniéresurla décroissancdesnoyauxdetransitiondu semi-groupesousformed’ul-
tracontractvité. Le chapitrecing estentierementonsacréu criterede courture-dimension,
qui constitueun outil efficacepourl'obtention d’inégalitésde SOBOLEV (classiquet lo-
garithmiques)Le chapitresuivant exposedescaractérisationslesinégalitésde SOBOLEV
logarithmiqueset de POINCARE pourdesmesuresurla droite réellea 'aide desinégalités
deHARDY enanalyseclassiqueDesexemplesd’applicationsllustrentl’efficacitédecescri-
téresLe chapitreseptétablitle lien entreinégalitéde SoBoOLEV logarithmiquestphénoméne
deconcentratiomlela mesureil'aide del'argumentde HERBST, qui produitdesmajorations
gaussiennede la distribution desfonctionslipschitziennesLes relationsrécentesentrein-
égalitésde SoBOLEV logarithmiqueset de transportde la mesurefont I'objet du chapitre
huit, et fournissentégalementne autreapprochea la concentratiorde la mesure Le cha-
pitre suivant étudiela vitessede convergenceversI'équilibre de chainesde MARKOV sur
desespacedinis au moyendesconstantesle trou spectralet de SOBOLEV logarithmique.
En particulier, cettedernierepermet parl’intermédiairede la propriétéd’hypercontracitiité,
d’atteindredesvitessedle corvergenceoptimalesinaccessiblegn généralpar desproprié-
tés spectraleskEnfin, le dernierchapitreestune lecturemodernede la notion d’entropieen
théoriede I'information et de sesliens multiplesavecla forme euclidiennede I'inégalité de
SoBOLEV logarithmiguegaussiennefaisantremontersagenéseaux travaux de SHANNON
et STAM.

Le styledirectdel'ouvragemetvolontairementaccentsurlesméthodetlescaractéris-
tiquesdesdiversegropriétésexaminéesplutbtquesurlescadresi’étudedesplusgénéraux.
La bibliographie,sansétreeng/clopédiquefait un pointassezxompletsurle sujet,avec no-
tammentesderniéregéférenceenla matieresurchacundeschapitres.

Nous sommesdtrés heureuxde préfacer avec cesquelquedignes, cet ouvragevivant et
plein de fraicheursur cethémedesinégalitésde SoBOLEV logarithmiquesll constitueune
introduction,facile d'accésetd’utilisation, utile atoutlecteursouhaitantiécouvrirou appro-
fondir cesujet.

DominiqgueBAKRY, Michel LEDOUX,

Toulouse septembre000.
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