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On s’intéresse a un phénomene de croissance aléatoire modélisée par une suite croissante
(An),~o de sous-ensembles aléatoires de Z. On pose Ay = {0}. Pour tout n > 0, condition-
nellement & Ay, ..., Ap, on considére une marche aléatoire simple symétrique S = (Si);~ sur
Z, issue de 0, et arrétée lorsqu’elle sort de A, et on définit alors A, 4; comme étant I'union de
A, et du point ou est sortie la marche S.

1.

Montrer que pour tout n > 0, A, est un intervalle de Z vérifiant card(A,,) = n+ 1, et que
de plus, si G, = min A,,, D,, = max A,, X,, = D, + G,, alors

D, = 5 et G, = 5

. Soit a,b € Z avec a < 0 < b et a # b. Soit (Sk),>( est la marche aléatoire simple

symétrique sur Z, issue de 0. Soit 7' = inf{k > 0 : S; € {a,b}}. Montrer que T est
intégrable (et en particulier fini presque sirement) et

P(Sr=a)=1—-P(Sr =b) = b et E(T)= —ab;

b—a
Montrer que pour tout n > 0 et tous ig,...,i, € Z avec ig = 0 et —n < 14, < n et
lix —ikx—1] =1 pour tout 1 < k <n,
P(X =1, — 1| Xo=1.....X, =1 L ————
( n+1 n | 0 0 y AAn n) 2(n+2)
et Lo
. . ) n —1i
]P(Xn+1 :’Ln'i_l’X() :ZO,...,Xn:Zn) = 2(7’1,7—}—2)’”/
Soit (Up),,> une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

de loi uniforme sur [0,1]. Soit (Yn)nso €t (Zn),>0 les suites définies par Yo = Zp = 0 et
pour n > 0,
v = Yt 2l cmra-viy a2y — 1S Y >0,
n+1l — .
1 siY, =0,

7 B Zn + 21{Un<1/2} -1 siZ, >0,
T si Z,, = 0.

Montrer que (Y),,5q a la loi de (| Xy|),>( tandis que (Zy),,> a la loi de la valeur absolue
d’une marche aléatoire simple symétrique.

. En déduire que presque sturement lim,,_, % = 0.

Ecrire un programme dans le langage de programmation de votre choix simulant des tra-
jectoires de (A,),,~q- Produire de beaux graphiques et les commenter avec soin.
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