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. o d
B Invariance unitaire : G = UGU*
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m Changement de variable
G = Udiag(A1,...,A\p)U"

m U etdiag()\1, ..., \n) indépendantes
m Loi de U est uniforme sur groupe unitaire (Haar)
m Loi de diag(A1,...,An) a pour densité

n
n
(A1,...,An) = Chexp (—2 > )\,2> TTIx = Al
i—1

i<j
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Matrice hermitienne n x n aléatoire (gaussienne ou pas)

Hi1 -+ Hip
H=1| : .. | =Udiag(\1,...,\n)U"

Hln Hnn

Distribution spectrale empirique de H

1”
= =%,
m n; A
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pr(l) =
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V4 — x2

Hsc = Tl[—z,z](x) dx
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Mise en perspective en passant...

Universalité des modeles gaussiens
Premier ordre et second ordre
Global et local
« Bulk, Edge, Spacing »

Moments < 2 et moments < 4
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Calcul des moments
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Indépendance, centrage, variance
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N—oo ( 1112 lmll)
i15esim

m Sim pair alors on compte les partitions non-croisées

. 1 m
nll—>r20 . z:l E(Hiliz o 'Himil) - m/2 + 1 <m/2>

I,.

m Pour tout entierm > 0

Jim [x7 dan() =[x dsc(x)
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m Remplacer {x — x™ :m > 1} par {x — (z—x)"1:ze€ C}
m Transformée de Cauchy-Stieltjes d’une mesure v sur R

zZ—X

5,(2) = / 1 ax)

milciz=a+ibavecb >0
m Caractérisation de la mesure

m Caractérisation de la convergence faible
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m Trace normalisée de la résolvante de H en z
m Concentration: S, —ES,, — 0 quand n — oo
m Equation de point fixe par inversion par blocs:

1

ES,, = ————
B z+ES,,

+én
m Unique solution admissible S,,.. quand n — oo
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m Sia c Aalors Loi(a) = moments (7(a™)) pen

m a € Aestcentrésit(a) =0 etréelsia=a*

m A;, A libres sipourtousa; € A;,...,ax € A,

7((@a1—7(a1)) - (ak—7(ak))) =0 quandiy # i #--- #ix

a,b € A libres signifie sous-algebres engendrées libres
Sia,b € Alibres alors Loi(a + b) = Loi(a) B Loi(b)
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Probabilités libres de Voiculescu

Théoréme (Liberté asymptotique de Voiculescu)

m U, U, Dy, D}, indépendantes n x n

m U, U}, Haar unitaires

m D, et D;, diagonales avec jip, — ju et pp — 1/
m H, = U,DpU% et H, := U, D, U*

alors pp, — p et py — ' et
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Matrices de Wigner

Probabilités libres de Voiculescu

Théoréme (Liberté asymptotique de Voiculescu)

m U, U, Dy, D}, indépendantes n x n
m U, U}, Haar unitaires
m D, et D;, diagonales avec jip, — ju et pp — 1/
m H, = U,DpU% et H, := U, D, U*
alors pp, — p et py — ' et
[y, — B

n n—oo

tse B psc = dﬂﬁ(ﬂsc)
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Matrices gaussiennes de Wishart

Vi,...,Vpii.d. dans R™ de loi N(0,X)

Matrice de covariance empirique = aléatoire m x m

1o 1
Y= — ViV =GG" avec Gj=-—=(V)).
n n ; Vi Ul \/ﬁ( ])/
Si X = alors (Gjj)i<i<m1<j<n i-i.d. N(0,1/n)
Loi de ¥, = Loi de Wishart (x> m-dimensionnel)

Yh — X quand n — oo a m fixé (loi des grands nombres)

Que se passe-t-il sim — oo aussi ?
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Théoreme universel de Marchenko-Pastur

Théoreme (Universalité de Marchenko-Pastur)

Siles m x n entrées de X sont i.i.d. de variance 1/n et si
m/n — p quand m,n — oo, alors pour tout intervalle | de R,

1<k<m: x(XXT) el
MXXT(/):#{ sksm: M Jel} —  pimp(/)

m m,n—oo

21/ 28



Matrices aléatoires

Matrices de Wishart

Théoreme universel de Marchenko-Pastur

Théoreme (Universalité de Marchenko-Pastur)

Siles m x n entrées de X sont i.i.d. de variance 1/n et si
m/n — p quand m,n — oo, alors pour tout intervalle | de R,

1<k<m: x(XXT) el
MXXT(/):#{ sksm: M Jel} —  pimp(/)

m m,n—oo

ou, en posanta = (1 — \/p)? et b = (1 + /p)?,

1
Kmp = (1 = p>+ p27’[‘XV b X X —a l[a b](X
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Lois de Marchenko-Pastur

1. ‘ ‘
6 rho=1.5 ——
rho=1.0 ——
rho=0.5 ——
14 rho=0.1 —— ]
12
N
/ \‘\
1 H / \
] \
08 || |
\ |
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0.6 - N \
|\ \
0.4 \\
Y
0.2 \
|
0 ‘ ‘
4 5
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Théoreme Universel de Marchenko-Pastur

m Preuve par méthode des moments
m Preuve par transformée de Cauchy-Stieltjes
m Similaire au théoreme de Wigner (plus lourd)

m Modeéle gaussien explicite (Laguerre au lieu de Hermite)
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Invertibilité des matrices aléatoires
m Pour M € M,(C)

Smin(M) = min |[Mv|| et smax(M) = max ||[Mv||
lvl=1 lvi=1
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lvl=1 lvi=1
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n(M M
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Invertibilité des matrices aléatoires

m Pour M € M,(C)

Smin(M) = min |[Mv|| et smax(M) = max ||[Mv||
lvl=1 lvi=1

m Si M i.i.d. avec E(M11) = 0, E(|JM11]?) = 1, E(|M11]*) < o0

n(M M
im S0 _ g e g Smex®™)

n—oo \/F) n—oo \/Fp

m Non-linéarité polynomiale
Smin(M)=0 < det(M)=0 < M singuliére
m Invertibilité et distances entre lignes

Smin(M) ~ min dist(L;, L_;)
I
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m Smoothed analysis: motivation and discrete models,
Algorithms and data structures, Lecture Notes in
Computer Science, 2003
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m Smoothed analysis: motivation and discrete models,
Algorithms and data structures, Lecture Notes in
Computer Science, 2003

B Smoothed analysis of algorithms, Proceedings of the
International Congress of Mathematicians, 2002

m Conjecture (Spielman-Teng) : si Mj; i.i.d. alors il existe
C>0et0O<c<ltgpourtoutn>1lett>0,

P(smin(M) < tv/n) < Ct+ "

m Résolue par Rudelson et Vershynin et par Tao et Vu
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Une conjecture toujours ouverte

m Conjecture: si les M;; sont i.i.d. Bernoulli symétriques +1,

1 n
P(M singuliere) = <2 + 5,,) .
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m Conjecture: si les M;; sont i.i.d. Bernoulli symétriques +1,
1 n
P(M singuliere) = <2 + 5,,) .

Prendre t = 0 dans Spielman et Teng (< C x 0 + ")
Presque s(irement M inversible si n > 1 (Borel-Cantelli)

|
m

m Facteur 1/2 suggéré par proba d’égalité de 2 lignes
m Depuis 60 ans : Erdés, Komlds, Kahn, Szemerédi, ...
m

Meilleur résultat actuel (Bourgain-Vu-Wood) :

1 n
P(M singuliere) < | —= +¢ .
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Merci pour votre attention !
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