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Résumé

Cet exposé est un compte rendu tout & fait libre d’'un exposé d’Alice Guionnet
donné aux journées Franco-Chinoises organisées par Yves Lejan et Dominique Bakry,
qui ont eu lieu au CIRM, a Luminy, en septembre 2008. Il concerne un article de
Guionnet et Shlyakhtenko [GS07] intitulé On classical analogues of free entropy di-
mension. Guionnet a sans doute choisi d’exposer ce travail publié en 2007 pendant
ces journées car il met en jeu le critere courbure-dimension bien connu de Bakry et
d’autres participants. Nous connaissons tous Alice Guionnet en France (ENS Lyon).
Son co-auteur, Dimitri Shlyakhtenko (UCLA), est expert en théorie des opérateurs. Il
a soutenu sa thése en 1997 sous la direction de Dan-Virgil Voiculescu (Berkeley), le
pere de la théorie des probabilités libres. La motivation de [GS07] est I’étude d’un ana-
logue, en théorie des probabilités classiques, de la notion de dimension d’entropie libre
introduite en théorie des probabilités libres par Voiculescu dans [Voi94]. Par souci de
simplicité, cet exposé, tout comme celui de Guionnet, se situe a un niveau élémentaire,
dépourvu de probabilités libres. Pour les preuves, on se reportera a [GS07].
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Les numéros des lemmes, propositions, théoréemes, exemples, et remarques sont iden-
tiques a ceux de [GS07]. Les démonstrations sont omises.

La dimension d’entropie apparalt comme une dimension fractale moyenne, mais aussi
comme liée a la dimension et a la courbure du support de la mesure. La dimension d’en-
tropie gouverne 'asymptotique en temps petit de I'information de Fisher du semi-groupe
de la chaleur en temps petit (penser & un mouvement brownien partant d’une condition
initiale fractale). Il serait intéressant de définir plus généralement la dimension d’entropie
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pour les espaces métriques mesures de Grigor’yan, ce qui permet d’englober ainsi le cas
des semi-groupes de la chaleur sur les fractals.

1 Introduction

Soit p une mesure de Borel positive sur R¢ absolument continue par rapport & la
mesure de Lebesgue, de densité p. Son entropie (de Boltzmann-Shannon) est

H(pw) = [ pla) og(p(e)) da. M

— parler de 'obtention de I’entropie discréte via I’asymptotique d’un coefficient multi-
nomial, et de I'interprétation en physique statistique (Boltzmann) et en informatique
(codage, théorie de I'information, Shannon)

— lorsque plog(p) n’est pas Lebesgue intégrable, on pose H(u) = 400, de sorte que
H(u) prend ses valeurs dans (—oo, +00]

— si g a une entropie finie et posseéde une matrice de covariance K alors

H(p) = —(1/2) log((2me) det(K)

avec égalité ssi pu est gaussienne. On appelle entropie exponentielle de Shannon la
quantité N(u) = (2me)~te 2H(X)/d de sorte que N(u) = det(K)Y¢ si p est gaus-
sienne de covariance K

— si = Uc est la loi uniforme sur un pavé C de R¢ de volume A(C) ot A désigne la
mesure de Lebesgue alors H(p) = —log A(C') et p maximise H parmi l’ensemble des
mesures de probabilités d’entropie finie et a support dans C

— H(p) prend ses valeurs dans l'intégralité de l'intervalle (—oo, +00] car si Dy, :  — ax
est la dilatation de facteur o alors H (D} pu) = H(u) + dlog(a)

— si v est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue avec H(v) < oo
alors H(p * v) < H(v) pour toute mesure de probabilité p. La convolution réduit
I’entropie quand celle-ci est finie. Ceci est une conséquence de I'inégalité de ’entropie
exponentielle de Shannon : N(X +Y) > N(X)+ N(Y) pour tous vecteurs aléatoires
X et Y de R & densité par rapport & la mesure de Lebesgue, avec égalité ssi X et
Y sont gaussiens et de covariances proportionnelles

Pour tout ¢t > 0 on pose

pe = px N'(0,8214) = px DN (0, I).

On définit la dimension d’entropie de u par :

H
8u(4t) = d — Tim inf L 0)

i Mg (o) @)

Si H(pt) converge vers un nombre fini quand ¢t — 0 alors d.(u) = d. C’est le cas si p est
gaussienne de variance non-nulle. La quantité d.(u) devient intéressante lorsque H () ne
converge pas vers un nombre fini quand ¢t — 0. Attention, bien que u; converge faiblement
vers p lorsque t — 0, la convergence de H(u;) vers H(u) n’est pas automatique, et la
finitude de H () ne suffit pas a priori.

Dans la suite, la plupart des résultats sont en dimension d = 1 mais restent valables
pour d > 1. Des exemples de calcul de .(u) sont donnés dans 1’exemple page



2 Définitions équivalentes de la dimension d’entropie

Le but de cette section est d’établir que dans la définition de d.(u), la loi gaussienne
standard N (0, I;) peut étre remplacée par une loi quelconque v d’entropie finie, sous une
hypothese d’intégrabilité sur p et . De plus, sous les mémes hypothéses, on obtient que

0 <d.(p) <d.

Pour faire simple, nous allons nous restreindre au cas unidimensionnel : d = 1.

Lemme 2.1. Soit v une mesure de Borel positive finie sur R absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque. Soit p une mesure de probabilité sur R. Pour tout t > 0
on pose iy = x vy ou vy = Div et ou Dy :x € R— tx € R est la dilatation de facteurt.

1. Pour toute constante a > 0 on a

H(ap) = o lim inf H{pu) .
t—0  log(t) t—0 | log(t)]

2. Supposons que § = V(R) < 0o. Si x — log(1 + |x|) est u et v intégrable alors

0 < lim inf Hp)
t—0  |log(t)]

D’autre part, si H(v) < oo alors

H H
lim inf (10) < lim sup )

=0 [log(t)] = =0 [log(t)]

Lemme 2.2. Soit p une mesure de probabilité sur R qui s’écrit comme un mélange fini
W= pip1 + - + pultn de mesures de probabilités ui, ..., . Si v est une mesure de
probabilité sur R telle que H(v) < oo, alors

liming FHEFV) e L Z”: H( )
iminf ————* = liminf —— ; K V).
t—0 | log(t)] t—0  |log(t)] i:1pz piz

Comme H(v) < oo, la somme du membre de droite est bien définie car H (p;*xvy) < |log(t)]
pour tout 1 < i < n en vertu du lemme précédent.

Corollaire 2.3. Soit ui,...,u, des mesures de probabilités sur R telles que la limite
inférieure dans la définition de leur §. est une limite. Alors pour toute combinaison linéaire
convexe j1 = pip1 + -+ + Pnpin 00 a de(p) = p1e(p1) + -+ - + pndn(pn). Cette propriété ne
subsiste pas dans un cadre non—commutatif (probabilités libres).

Lemme 2.4. Siv est une mélange fini de la forme v = pivy + - - - + ppvy, avec H(v;) < 00
pour tout 1 < i <n alors

h?l,%lfm hmlanpZ (o * vig).



Corollaire 2.5. Soit v une mesure de probabilité sur R absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue et p une loi de probabilité sur R. Pour tout € > 0, il existe M
assez grand tel que

W0 Tlog(n)] 00 [log(d)]

ot ppr et vay sont les restrictions renormalisées de p et v sur lintervalle [—M, +M].

Lemme 2.6. Plagcons-nous dans le cadre du lemme précédent. Supposons que la densité f
de v a un support E borné et que |f — C| < e sur E pour des constantes C > ¢ > 0. Si i
a également un support borné, alors, en notant V' la restriction de v a son support E,

H / H

lim inf M — lim inf M
=0 [log(t)| =0 [log(t)|

Théoréme 2.7. Soit v une mesure de probabilité sur R telle que H(v) est finie. Soit

également p une loi de probabilité sur R. SoitU la loi uniforme sur [0,1]. St x — log(1+|z|)
est p et v intégrable alors

< el(BE).

tim inf TS D) g Bl Dith)
t—0 | log(t)| t—0 Tog(4)]

En particulier, la limite (inférieure) est indépendante du choiz de v.

3 Lien avec dimension fractale

Théoréme 3.1. Soit u une loi de probabilité sur R et pour tout réelst > 0 et x € R, soit

 log(ullr — /2,3 + £/2))
dilx) = - 0]

Alors on a

Oc(p) = hmsup/dt ) du(y

t—0

Corollaire 3.2. Soit i une mesure de probabilité sur R. Supposons qu’il existe une fonc-
tion mesurable o : R — R et des constantes C,c,ty strictement positives telles que pour
tout x dans le support de u et tout 0 < t < to,

c®® < (e —t/2,x +/2]) < Ct¥@),

Alors on a dans ce cas :
) = [ ala) du(a).

Exemple 3.3. Voici trois exemples simples :

1. Soit un réel 0 < a < 1 et po la mesure de probabilité de Cantor-Lebesgue (voir
IWZ7T7, Page 35]) définie par

1 1 1
[lo = 5(6,1 +041) * 5(6_A +040) * 5(542 +0pa2) *

ot A = 27%. Alors jq vérifie les hypothéses du corollaire précédent avec la fonction
constante a(x) = «. En particulier, d.(uqa) = c.



2. Si =0y (masse de Dirac) alors les hypothéses du corollaire précédent sont vérifiées
avec la fonction identiquement nulle o« = 0 sur le support de p et donc 6.(p) =0

3. Soit pu une mesure de probabilité absolument continue de densité de Lebesgue p. On
ap = pn+ i oy = l{ap(z)<ary- De plus, pir(R) — 0 quand M — oco. Par le
tout premier lemme, on a limy/_ 66(;1,*4) =0 et donc dc(pn) = limpsr—oo(dc(pnr) +
Se(par)) = limps o0 60 (p2nr). Comme H(ppr) < oo, on obtient H(ups + v) < H(upr)
pour toute mesure de probabilité v, en vertu de l'inégalité de l’entropie exponentielle
de Shannon. Par conséquent, d.(punr) = 1 et donc dc(p) = 1.

Théoréme 3.4. Lien entre dimension d’entropie et cohomologie de groupe. Ce théoréme
est ignoré ici.

La proposition suivante établit un lien entre la dimension d’entropie J. et des quantités
similaires étudiées dans [BH02, [FLR02].

Proposition 3.5. Soit m une mesure de probabilité sur [0,1) et £ > 1 un entier. Posons

m—1
nlolg(g) Z m([ie™™, (i + 1)) log(m([i€~™, (i + 1)£7"]))

i=1

hé,n (m) = -

et
hy(m) = lim sup hy, (m).

n—oo

Pour tout € > 0 on pose

X(mn)zu(u_s (k+1) (k+1)
k

)
Iz iz

Alors on a

1. si la limite supérieure dans la définition de 0.(m) est atteinte le long de la suite
(£7™)p>1 alors hj(m) > d.(m)

2. hj(m) < 0.(m) + inf.¢ limsup,, ., m(X (¢, e,n))
Proposition 3.6. Si la limite inférieure dans la définition de 6.(u) est une limite alors
dc(p) < Dim*(p) := inf{Dim(F) : u(E) = 1} (packing dimension).
4 Lien avec information de Fisher et inégalité de Bochner

Soit 7 une mesure de probabilité sur R?, absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue, et de densité p. Son information de Fisher F(n) est définie par

Fln) = [ [Vlogp(a) pla) do.

Pour tout réel s > 0, et toute mesure de probabilité u sur RY, on pose Py = s = W*Ys
olt s = v 5 = N (0, sIz). Comme la convolution est régularisante, I'information de Fisher
de P est bien définie des que s > 0 méme si p n’est pas absolument continue. Notons
que (Ps)s>0 n'est rien d’autre que I’adjoint du semi-groupe de la chaleur et que Psp est la



loi au temps s d’'un Brownien de covariance I; de R issu d’une condition initiale de loi
p. Comme les mesures gaussiennes ont une entropie finie, on voit que H (us) est finie pour
tout s > 0 en vertu de l'inégalité exponentielle de Shannon. L’identité OsPsp = %APs,u
donne alors (de Bruijn):

1
OsH (Psp) = —EF(Ps,u) <0.
Cela montre en particulier que I’entropie diminue quand s augmente. D’autre part, on a
1 1
H(pe) — H(p) = 5/1‘, F(Psp)ds

pour tout 0 < ¢ <'s (notons que pg = p). Comme H(y1) est toujours bornée, on a donc

1 1
F PS d F PS d
0c(p) = d — lim inf M =d — liminf M
t—0 2‘ log(\/i)] 10 ‘ 10g(t)|
Notons que si ps; désigne la densité de Psp pour s > 0 alors

1
Vlogps(z) = ﬁE(G]X +VsG = x)
ou X et G sont des variables aléatoires indépendantes de lois respectives p et N(0, I). La
définition de F'(Pspu) combinée a l'inégalité de Jensen donne, toujours pour s > 0,

d

0 < F(Psp) < —
S

Ceci démontre a nouveau que
0 <d.(p) <d.

Heuristiquement, la dimension d’entropie et 'information de Fisher sont liées par
1-— 50(:”)
t
Cela permet de penser la dimension d’entropie d.(p) comme une quantité qui gouverne

I’asymptotique en temps petit du semi-groupe de la chaleur avec condition initiale p. Plus
précisément, rappelons tout d’abord que

F(Pip) ~i—o (1+0(1)).

F(Pyy1) = sup (LHUAD)

r (VP

ol le supremum, qui porte sur les fonctions f deux fois différentiables, est atteint en
f = log p;. Par conséquent, on obtient

(P(Af))? < F(Po) IV £11I%

et donc

t
Pl = w(DI < [ 0P )] ds

1 t
=5 | 1Patap) ds

I LR

IV f oo v/ (1 = 0e(p))t (1 + o(1)).

IN

IN



En étendant cette inégalité aux fonctions f Lipschitz, on obtient finalement

AP i= s [Rs(7) = (D] < (1=t 1+ 0(0)

Cette relation entre la dimension d’entropie d.(u) et 'asymptotique en temps petit du
semi-groupe de la chaleur (P;p);>0 est sans doute plus profonde que cette simple borne.
Cette idée est poursuivie en introduisant une nouvelle définition de d.(u) basée sur des
inégalités de courbure-dimension (ou de Bochner, ou de Bakry), dont on connait par
ailleurs le role pour les asymptotiques en temps petit des semi-groupes de la chaleur sur
les variétés riemanniennes.

Définition 4.1. On dit qu’'une mesure de probabilité p sur R® vérifie une inégalité de
Bochner CDp,(n, K) pour un réel n > 0 et une fonction K(-,n) positive lorsqu’il existe
d > 0 tel que pour tout 0 < &’ < § et toute fonction lisse f,

Pap(Hessf?) >~ (Pap(AD)* ~ K(',m) P9 7).

Par la suite, dans les cas intéressants, on aura K(e',n) — oo quand ¢ — 0. Dans le
premier terme du membre de droite, la moyenne est a l'intérieur du carré, ce qui fait que
linégalité est plus faible qu’un critére de Bochner usuel pris en moyenne.

Définition 4.2. La dimension CD d’une mesure de probabilité i sur R? est définie par

1
. . K(y,n)dy
9(u) i==d — f ] ffsi’
('u) m vériﬁelgDm(n,K) < 11611_}51 log(e_l) "

L’infimum porte sur les couples (n, K(-,n)) tels que u vérifie CDy,(n, K).
Lemme 4.3. Pour toute mesure de probabilité sur R% on a 65 (i) < 6.(1).

Proposition 4.4. Si une mesure de probabilité vérifie une inégalité CD,,(n, K) alors

1 1
lim inf(log 5*1)*1/ F(Psp)ds < lim i(I)lf [(log 571)*1/ K(s,n)ds + 1} n.
€ e €

e—0

Théoréme 4.5. Pour toute mesure de probabilité p sur R, on a 69(u) = d.(p). En
particulier, 65 est invariante par déformations bi-Lipschitz, cf. section suivante.

Proposition 4.6. Pour toute mesure de probabilité p sur R,

Selp) = 0%(u) = 1= inf (1= h)?)

ot F, désigne ’ensemble des fonctions continues telles que
1
liminf(log(S_l)_l/ Fp(Psp)ds =0
d—00 )

et
1
Fu(m) = 250 {n(hAf) = puI9 71}



5 Invariance par déformations bi-Lipschitz

Théoréeme 5.1. Soit f : R — R wune fonction bi-Lipschitz, c’est-a-dire que pour des
constantes m, M > 0 et tous réels x,y,

mlz —y| < |[f(z) — f(y)| < M|z —y|.

Sin = f*u désigne la mesure image de p par f alors

Rappelons que la dimension d’entropie d.(u) apparait comme une dimension fractale
moyenne. Or un ensemble de Cantor est homéomorphe a un ensemble dont la dimension
fractale est différente. Par conséquent, il n’est sans doute pas possible d’affaiblir grande-
ment les hypotheses sur la déformation f dans le théoréme précédent.

6 Inégalité de Bochner non-commutative

Cette section est ignorée.
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Pour les bases sur les fractals, cf. [Fal03] ou [Mat95].
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