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La théorie des grandes déviations a pour objet I’étude de la vitesse de convergence vers zéro des éve-
nements rares dans les théorémes de convergence en loi. Le cas typique est celui des grandes déviations par
rapport & la moyenne dans les théorémes ergodiques.

Principe de Grandes Déviations (Varadhan 1966)

On dit qu’une famille de probas (pe), o Sur un espace mesurable E satisfait a un principe de
grandes déviations (PGD) de vitesse décroissante ag —>O 0 et de fonction de taux @ : E — [0, ]
E—
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1°) VA € R, @1 ((—o0,A]) est un compact de E (donc @ est s.C.i).
2°) Pour tout borélieEn AC Eona
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Pour abréger, on parlera de (a¢,®)-PGD. On parlera de PGD faible lorsque I’on saura seulement que @ a des en-

sembles de niveau fermés (i.e. s.c.i.) et que la borne supérieure a lieu pour des A relativement compacts. On peut montrer
qu’une fonction de taux est unique et qu’elle atteint on minimum sur E, qui vaut 0.

Théoréme de Cramer (1938) - Chernoff (1952)

Soit p une proba sur R possédant des moments exponentiels de tous ordres. Alors pu*(ne)
satisfait a un (%,/\;})—PG D. A}, étant la transformée de Cramer de u définie par

AL(A) :=sup[BA —logL ,(6)]
8

C’est la transformee de Legendre de sa «log-Laplace» A\,. Elle est positive, convexe, s.c.i., tend
vers +oo a I”infini, décroit sur (—co,my), croit sur (my,, +o0) et posséde un unique minimum nul en
M.

Cramer a prouvé ce théoreme dans R sur les demi-droites pour des probas non singuliéres par rapport a la mesure
de Lebesgue, Chernoff leva cette condition. Donsker et Varadhan I’ont généralisé a un Banach en 1976, Bahadur et Za-
bell I’ont ensuite généralisé en 1979 aux e.v.t.l.c.s possédant une topologie d’e.v.t.l.c.s plus fine induisant une topologie
polonaise sur un convexe fermé p—presque-sdr. lls ont dégagé une méthode générale dans ce cadre. Voir [1] et [4] par
exemple.

Exemples de transformées de Cramer dans R

Bernoulli 931+ (1 —q)dpavec 0 < q< 1
Poisson de parametre A > 0

Exponentielle de paramétre A >0

Gaussienne de moyenne m et de variance a2 > 0

xlog X + (x—1)log L7 si 0 < x < 1 et 400 sinon
A —x+xlog X si x > 0 et 40 sinon
Ax—1—log(Ax) si x > 0 et +co sinon

(x —m)?/20°

Théoréme de Sanov (1956) - Donsker & Varadhan (1976)

Soit p une proba sur un espace polonais E (esp. top. séparable possédant une métrique com-
pléte) et L,: o€ E" — %an:15om € Prob (E). Alors la loi p, de L, satisfait sur I’espace des
probas sur E muni de la topologie de la convergence en loi & un PGD de vitesse n—! dont la

fonction de taux est I’entropie relative
/d—vlo (d—v>d —/Io (d—v)dv AR
Qdugdp u_diu !
sinon

+0c0
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Sanov a prouvé ce théoreme dans R mais beaucoup de gens n’y ont pas cru. La version ci-dessus est due & Donsker et
Varadhan. Bahadur et Zabell I’ont retrouvé par une méthode plus générale en 1979. Voir [1]. Lorsqu’on restreint ce théo-
réme aux lois sur un espace d’états finis, on retrouve le théoreme de Cramer-Chernoff en identifiant IR avec I’ensemble
des mesures sur I’ensemble fini {1... p}. L’entropie relative devient alors une transformée de Cramer.

Considérée comme probabilité sur Mes(E), i1 a pour transformée de Cramer la fonction valant H(e|) sur Prob (E)
et 4-co sur Mes(E) \Prob (E).

Théoréme de Schilder (1962)

Considérons la mesure de Wiener p sur I’espace des fonctions continues sur [0,1] nulles en 0
a valeur dans IRY. C’est la loi d’un brownien d-dimentionnel standard. ¢ := p(\/Eo) satisfait a
un PGD de vitesse € dont la fonction de taux vaut %fol |/ (t)|?dt si f est absolument continue et
00 sinon.

Ce théoréme apparait pour la premiere fois dans la these de Shilder, qui était un éléve de Donsker. Voir par exemple
[4]. Ventcel et Friedlin on utilisé ce théoreme pour obtenir un PGD pour la solution d’une EDS (systémes dynamiques).
\oir par exemple [4].

Tension exponentielle et PGD faibles

On dit qu’une suite de probas (e, € > 0) sur un espace mesurable E est exponentiellement ten-
due ssi pour tout L > 0 il existe un compact K_ de E tel que elogpe (K ) < —L. Avec de la tension
exponentielle un PGD faible devient un PGD. La réciproque est vraie dans certains cadres.

Principe de contraction

Soit W, satisfaisant a un (a,, ®)-PGD sur un espace mesurable E et f : E — F continue alors
Hn o f~1 satisfait sur I’espace F & un PGD de vitesse a, et de fonction de taux infffl(.) (O}



Obtention de bornes supérieures de PGD par la méthode de Cramer

Il s’agit d’une méthode générale pour obtenir la borne supérieure d’un PGD pour (jg,as > 0).
Ici, on se place sur un espace de Banach E (on pourrait prendre plus général encore). Supposons
que la fonction définie sur E’ par

A(e) :=limag (ex X) /&

(o) 1= limae (exp (s () /¢)),

est bien définie et a valeurs dans [—oo, 4-00]. Alors A est convexe sur E’ et sa transformée de Le-
gendre définie par

N*(e) := supA(s) = A(A)
AeE!

est convexe, s.c.i. positive. De plus, pour tout compact K de E, on a
limsupag logpe(K) < — iEfA*

ag—0

Il ne reste donc plus qu’a démonter la tension exponentielle pour obtenir la borne supérieure d’un
(ag,\*)-PGD. Voir par exemple [1], [4] et [2]. Cette méthode ne permet d’obtenir que des fonc-
tions de taux convexes, ce qui n’est pas le cas de toutes les fonctions de taux comme on peut le
voir grace au principe de contraction.

Principe de Laplace (Varadhan 1966)

Soit (e, € > 0) vérifiant un (ag, ®)-PGD sur un espace mesurable E. Soit f : E — R continue
telle que

Lurpmllrsnjgpslog (exp(f/e) ]lfe[,_ﬂrm»“E =—o

(c’est par exemple le cas quand f est bornée). Alors on a
limelog (exp(f/e)),, = sup(f —P)
e—0 € E
Pour le prouver, on peut montrer I’< pour les f s.c.s. et I’> pour les f s.c.i.. Voir par exemple
[4].
Principe de Gibbs (Ellis 1985)
On se place dans le méme contexte que précédement. Définissons
_ (exp(f/e)L.),,
Vs . .: - 7
(exp(f/€)),,
Alors (vg,e > 0) vérifie un (g,d — f —inf(® — ))-PGD sur E. Voir [5].

Un probléme d’EDP (Donsker & Varadhan 1983)

SoitV € Cyp (RY) et L = 15, ai;0i0; + ¥; bidi. Soit (Xs,s > 0) un processus de diffusion de
générateur L. On considére I’EDP suivante:
otu Lu—Vu
u(o,e) 1

La formule de Feynman-Kac nous donne une représentation probabiliste d’une solution :

Ug(t,X) = EX (exp (—/OtV(Xs)ds))

Considérons la mesure empirique Z; := %fé dx.ds et la fonction fy (k) := — (V). La formule de
Feynman-Kac s’écrit alors

Ue(t, X) = TE* (exp (tfv (%))

Si (%,t71,t > 0) vérifie un (t~1,®(u))-PGD, le principe de Laplace donne alors:

sup
neProb(Rd)

tan;%logu(t,x) = f(W) —P(W)

Remarque

Les PGD énoncés ici concernent en quelque sorte des mesures obtenues en sommant des
acroissements indépendants. On peut en fait affaiblir cette hypothése dans certains cas. Il existe
par exemple des résultats analogues au théoréeme de Sanov pour des processus de Markov sous
une hypothese d’ergodicité. lls contiennent le théoréme de Sanov classique. Voir par exemple [4]
et [9].
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