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Modele fétiche

m Matrices de permutations aléatoires
m Loi d’Ewens (restaurants chinois) n =ny +2n,+--- 4+ nnp
1
P(Ni(c)=n1,...,Ny(o) =np) = ————.
( 1( ) 1 ) n( ) n) H?:l n;lini

Loi uniforme sur le cercle unité:

card{1 < k < n: \(P) € arc} R Longueur(arc)

n n—o0 27

Matrice d'adjacence de graphe d-régulier Py + - - - + Py
Conjecture de Kesten-McKay orientée:

d*(d —1)
(a2 — ‘Z|2)27r1{|z|<\/8} dxdy.
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L Quelques aspects historiques

Statistique mathématique ~ 1920-30

John Wishart (1898-1956)

m X1,...,X, vecteurs aléatoires i.i.d. de R?
m Echantillon de loi gaussienne N'(m, ¥)
m Matrice de covariance empirique

-~ 1< 1
Y= Z;(X,- —m)(X;i—m)" = EYYT
=
m Loi du spectre de f,,

m Analyse en Composantes Principales (ACP)
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L Quelques aspects historiques

Informatique et analyse numérique ~ 1940-50

John von Neumann (1903-1957) et Herman Goldstine (1913-2004)

m Conditionnement de matrices aléatoires

. Amax(VMM*) N
W)= ) Y

B « Smoothed analysis of algorithms » (Spielman & Teng)
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L Quelques aspects historiques

Physique atomique ~ 1950-60

4

MAGYARORSZAG

Eugene Wigner (1902-1995), Madan Mehta (1932-2006), Freeman Dyson (1923-)

Ecarts entre niveaux d’énergie des noyaux atomiques
Mécanique quantique : équation de Schrodinger
Mesures <> spectre opérateur hermitien

Mécanique statistique : lois de Boltzmann-Gibbs
Lcard{1 < k < n: (M + M*) € I} — loi du demi-cercle
n(Ak+1 — Ak) — loi de Gaudin-Mehta
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Introduction aux matrices aléatoires

L Quelques aspects historiques

Phénomene de localisation ~ 1950-60

Philip Warren Anderson (1923-)

m Impuretés aléatoires dans un semi-conducteur
m Localization des électrons

m Opérateur de Schrodinger aléatoire A + V

m Vecteurs propres des matrices bandes
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L Quelques aspects historiques

Résolvante et loi de Marchenko-Pastur ~ 1960

Vladimir Marchenko (1922-) et Leonid Pastur (1937-), Vyacheslav Girko (1946-)

m Spectres d’opérateurs aléatoires en grande dimension
m Spectre de %MM* ouMestd x navecd/n—p
m Matrices de covariance empirique !

m Résolvante et transformée de Cauchy-Stieltjes
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Introduction aux matrices aléatoires

LQuelques aspects historiques

Statistique et analyse numérique ~ 1980-1990

Zhidong Bai, Jack Silverstein, Alan Edelman

m Méthodologies : Stieltjes, troncature, décompositions, ...
m Modeles : modeles i.i.d. versus modeles invariants

m Statistique et analyse numérique

10/ 52



Introduction aux matrices aléatoires

L Quelques aspects historiques

Loi de Tracy-Widom et noyau d’Airy ~ 1990

Harold Widom (1932-) et Craig Tracy (1945-)

m Fluctuation: n?/3(Amax(M + M*) — 2) = pTw

m EDO de Painlevé de type Il et fonction d’Airy
F(t) = exp (- / (x = )% %(x) dx>
t
/!

q"(x) = xq(x) +2q(x)?, q(x) ~x—to00 Ai(X), ¥y’ =xy
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L Quelques aspects historiques

Probabilités libres ~ 1990

Dan-Virgil Voiculescu (1949-)

m Grandes matrices aléatoires <« algébre d’opérateurs

Probabilités classiques | Probabilités libres
Variable aléatoire Elément d’algébre
Espérance Trace normalisée
Moments Moments
Indépendance Liberté
Loi de Gauss Loi du demi-cercle
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LQuelques aspects historiques

Développements actuels ~ 2000-2010

Ben Schlein, LaszI6 Erdds, Horng-Tzer Yau, Van Vu, Terence Tao, Mark Rudelson, Roman Vershynin, Alice Guionnet

m Universalité globale versus locale
m Universalité au premier ordre versus au second ordre

m Analyse asymptotique versus quantitative
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Universalité

® (X,)n>1 i.i.d. moyenne m variance o?

m Loi des grands nombres: presque sirement,

X144 Xn
— —m — 0.

n n—oo

m Théoréme central limite: pour tout intervalle | C R,

P(ﬁ(W’ —m) € /) s ulr) = /I'y(x) dx

ou 1 est la loi de Gauss de moyenne 0 et de variance o2

m Classes d’universalité paramétrées par o2
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LTrois phénomeénes d’universalité

Modeéele de matrice aléatoire

® (Mj)1<ij<n i.id. sur C

®m moyenne m et variance ¢ > 0

B \1,..., A\, racines dans C de Py(z) = det(M — zI)
® M — A(M) non-linéaire non-explicite

[

Normalisation par % pour lignes et colonnes
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Lois de Rademacher et de Gauss

m Loi de Rademacher standard sur {—1,1}

P(X=1)=P(X = 1) =
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Introduction aux matrices aléatoires

LTrois phénomeénes d’universalité

Lois de Rademacher et de Gauss

m Loi de Rademacher standard sur {—1,1}

1
IP’(X:l):IP’(X:—l):5
m Loi de Gauss standard sur R
x2
P(X € [a, b]) /be_z d
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Introduction aux matrices aléatoires

LTrois phénomeénes d’universalité

Lois de Rademacher et de Gauss

m Loi de Rademacher standard sur {—1,1}

1
IP’(X:l):IP’(X:—l):5
m Loi de Gauss standard sur R
x2
P(X € [a, b]) /be_z d
€ |a, = —dx
a Vv 27

m Dans les deux cas m = 0 et 62 = 1.
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Introduction aux matrices aléatoires

Trois phénomenes d’universalité

Universalité de Girko

Gauss dim=600 Rademacher dim=600

0.8 o
0.6 o

0.4 o
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Introduction aux matrices aléatoires

LTrois phénomeénes d’universalité

Programme Scilab

function girko(dim) // Fonction Scilab. )
G = grand(dim,dim, 'nor’,0,1); // matrice de coef. de Gauss standards
B = sign(G); // matrice de coef. de Rademacher +/-1
sG = spec(G/sqrt(dim)); // spectre et normalisation en racine de dim
sB = spec(B/sqrt(dim)); // idem pour le cas Rademacher
clf(); I =[-1:0.01:1]; J = sqrt(1-I1.72);
subplot(1,2,1); title(sprintf(’Gauss_dim=%i’,dim));
set(gca(),"tight_limits","on"); set(gca(),"isoview","on");

plot(I,J,2); plot(I,-J,2);
plot(real(sG),imag(sG), 'Marker’,’.’, 'MarkerSize’,3, ’LineStyle’, 'none’);

subplot(1,2,2); title(sprintf(’Rademacher_dim=%i’, dim));

set(gca(),"tight_limits","on"); set(gca(),"isoview","on");

plot(I,J,2); plot(I,-J,2);
plot(real(sB),imag(sB), 'Marker’,’.’, 'MarkerSize’,3, ’LineStyle’, 'none’);

endfunction

- )
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LTrois phénomeénes d’universalité

Universalité de Marchenko-Pastur

Gauss dim=600 Rademacher dim=600
M =]
7 0.6 4 M
0.6 4 [ T3 M 1=
N ~
- 0.5 N
0.5 HNq H®MN A
b
0.4
0.4 -
0.3 4 037
0.2 4 0.2
0.1 0.1 4
0 T 1 0 1
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
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Introduction aux matrices aléatoires

LTrois phénomeénes d’universalité

Phénomene de grande dimension

Gauss dim=30 Gauss dim=120 Gauss dim=600
06 s
03
0.4
0.2 02
0.2 01 0.1
0
1 0 1 2 1 0 1 1 0 1
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LTrois phénomeénes d’universalité

Mesure spectrale empirique

m Mesure spectrale empirique (comptage)

1 n
,UfM = E 26)\/(([\4).
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Mesure spectrale empirique

m Mesure spectrale empirique (comptage)

1 n
pm = kz_:l Ine(M)-

m Pour un ensemble E

card{l < k< n: M)€eE
() = CTHL S DAL EE)

m Pour une fonction f (prendre f = 1)

n

[ =5 ().

k=1
m Mesure spectrale empirique moyenne Euy

E [, E(u(E)
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Trois phénomenes d’universalité

Universalité de Girko

Théoréme (Loi du cercle)

Presque sGirement, pour tout pavé ou boule E de R?,

lim 1.1 4q(E) = u(E)

n—oo  /n

ou u = loi uniforme sur disque {z € C : |z| < ¢}, de densité,

1
(Xa y) = @1{()(’),): /X2+y2<0}'
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LTrois phénomeénes d’universalité

Universalité de Marchenko-Pastur
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Introduction aux matrices aléatoires

Trois phénomenes d’universalité

Universalité de Marchenko-Pastur

Théoréme (Loi du quart de cercle)

H = vMM?*. Presque sGrement, pour tout intervalle | C R,

im (1) = (1)

n—oo " /n

ol p = loi du quart de cercle sur [0, 2] de densité

452 — x?

X = Tl[oyzo—] (X)
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LTrois phénomeénes d’universalité

Universalité de Wigner

Gauss dim=600 Rademacher dim=600
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Introduction aux matrices aléatoires

Trois phénomenes d’universalité

Universalité de Wigner

Théoréme (Loi du demi-cercle)

H= % Presque strement, pour tout intervalle | C R,

T EOR()

n—oo

ou p = loi du demi-cercle sur [-20,20] de densité

452 — x?

X = Wl[—zmza] (x).
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: modele réduit

m Réduction a E(H;) = 0 et Var(H;) = 1

m Réduction a la distribution moyenne EM%Hi

VI C R, nILrT;OEu\%H(I) = u(l)
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: fonctions tests

m Pour tout f € F,

nILrgoE/fdM\%H = /fdu.
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: fonctions tests

m Pour tout f € F,
nILrgoE/fdy\%H = /fdu.

F={x—x":reN}

m Moments

m Cauchy-Stieltjes

F={x—(x-2"t:zeC 3z > 0}.
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: moments (combinatoire)

m Lien entre moments de P et coefficients de H:
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: moments (combinatoire)

m Lien entre moments de P et coefficients de H:

1
/X du 1 1 n1+r/2 Z)\k WT[‘(H").

m Termes contribuant asymptotiquement = parenthésages

1 1
ErnTrH) = s D E(Hig Hies)

1<it,eir<n

m Moments pairs = nombres de Catalan

1 2k
E/Xr dH\%H(X) = 11k ( K > 12k + Onsoo(1)
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: résolvante (analyse)

m Transformée de Cauchy-Stieltjes, Sz > 0,

5u(2) = [ 1 dulx).
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Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: résolvante (analyse)

32/ 52

m Transformée de Cauchy-Stieltjes, Sz > 0,

5u(2) = [ 1 dulx).

m Trace normalisée de la résolvante:

1
Sun(2) = STr((H—2) 7).
m Loi du demi-cercle (par méthode des résidus)

722 -4 -7 1
su2)= Y2 s =

2
m Inversion par blocs: partition {1,...,n} = KUKE,

(A Mk = (Akk — Ak ke (Ake ke) HAkex)

1
e, =S zZ)+ — — 0.
=St e @)



Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Gaussian Unitary Ensemble (GUE)

B {RMj;, SMjj}1<jj<n i.i.d. Gauss moyenne 0 variance 1/2
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Gaussian Unitary Ensemble (GUE)

B {RMj;, SMjj}1<jj<n i.i.d. Gauss moyenne 0 variance 1/2

m Densité de H = % proportionnelle a
1.0 )\ 1 .
H — exp —> ;; |Hj|* | =exp —ETr(HH ).

m {RHj;, SHjj}1<i<j<n i.i.d. Gauss moyenne 0, variance 1/2
m {SHj}1<i<n i.i.d. Gauss moyenne 0 variance 1
m Invariance unitaire: Loi(H) = Loi(U*HU) pour tout U € U,
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Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Gaussian Unitary Ensemble (GUE)

m {RMj;, SMji}1<ij<n i.i.d. Gauss moyenne 0 variance 1/2

M+M*

m Densité de H = el

proportionnelle a

H—exp|—= ’Z;jz; |H,,| = exp (—iTr(HH*)).
m {RHj;, SHjj}1<i<j<n i.i.d. Gauss moyenne 0, variance 1/2
m {SHj}1<i<n i.i.d. Gauss moyenne 0 variance 1
m Invariance unitaire: Loi(H) = Loi(U*HU) pour tout U € U,
m Changement de variable H = U*DU — (U, D)
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Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Gaussian Unitary Ensemble (GUE)

m Densité de A\1(H), ..., \n(H) proportionnelle a

exp (—ZAk> IT »-NF

1<i<j<n
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Gaussian Unitary Ensemble (GUE)
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m Particules : confinement et répulsion coulombienne
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Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: minimisation d’énergie

m Energie et mesure empirique

A1 1
En(>\]_7.. )\n)_ Z 2 +ﬁ Z |nm

it 1<iZj<n

- / X22 dpn(x) + / /X ¢y|x_1y| dpn(X)dpn(y)

m Energie asymptotique

- o [

m Minimum d’énergie asymptotique

(x)du(y)

tn &= argmin E(u)
o

m Principe de Grandes Déviations de Varadhan.
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Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: polynémes orthogonaux

m (Pk)i=o Polynémes orthogonaux de Hermite
m Densité de Gauss standard: y(x) = (27)~1/2e /2

m Pour tous k, k' € N,

/Pk(X)Pk/(X) ’}/(X) dx = 1.
m Récurrence a trois termes

XPy = vk + 1Pk+1 + \/EP/(,]_.
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Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: polynémes orthogonaux

m Comme P est un polynéme de degré k on obtient

IT 1% = Al = cadet((Pi1(M))1<ijen)

1<i<j<n
= Noyau
n
K(x,y) =D Pe(X)P(y),
k=0
m Représentation déterminantale:

II = Ml? = cndet((K(\i, A)a<ijn)-

1<i<j<n
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L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: polynémes orthogonaux
m Si H GUE alors densité de Euy:
1 n—1
X = v(x)— P2(x).
1) 3P

m Et densité de pp == Ep 1

3
n—1

X 5 in P2(\/x)y(v/7x).
k=0
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X = y(x ZPk(X
m Et densité de u, := EM%H

XI—)—ZPk (v'nx)y(v/nx).

m — Wigner : récurrence a trois termes sur moments
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Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Preuve Wigner: polynémes orthogonaux

m Transformée de Laplace de P2(y/nx)y(v/nx)
m Solution quand n — oo de I'EDO

40" 4+ 2f — 6f = 0

m Convergence vers loi de I'arcsinus sur [—2, 2]:

A

m Comme up, est une moyenne de Cesaro on obtient
n—oo

U ~ Uniforme|0, 1] et £ ~ ArcSinus([—2, 2]).
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Introduction aux matrices aléatoires

L Esquisses de preuves du théoreme de Wigner

Probabilités libres ~ 1990

Dan-Virgil Voiculescu (1949-)

m Grandes matrices aléatoires <« algébre d’opérateurs

Probabilités classiques

Probabilités libres

Variable aléatoire
Espérance
Moments

Indépendance
Loi de Gauss

41/ 52

Elément d’algébre
Trace normalisée
Moments
Liberté
Loi du demi-cercle
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Loi

m Algébre A, involution %, trace 7
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Loi

m Algébre A, involution %, trace 7
m Exemple: A = M,(C), *=~T, 7 =1Tr
m Sia € Aalors Loi(a) = moments mixtes de a et a*:

Vr>1, 7(a®*---a%), e1,...,er € {1,*}

m On dit que a est réel lorsque aa* = a*a
m Loi(a) = pa quand A = M,(C) et a € A réel:

(&) = %Tr(ar) - :,Z M) = / X djia(X).
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L Probabilités libres de Voiculescu

Liberté

m Indépendance classique: F1, ..., F, indépendantes ssi

VX]_,...,Xn7 E(Xl"'Xn):O.
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L Probabilités libres de Voiculescu

Liberté
m Indépendance classique: F1, ..., F, indépendantes ssi
v)(]_,...,Xn7 E(Xl"'Xn):O.
m Indépendance algébrique (liberté): A,..., A, libres ssi

Vai,...,an, 7(ai...an)=0.

m Calcul de moments joints: si a, b libres alors
m 7(ab) = 7(a)r(b) car 7((a — 7(a))(b — 7(b)) =0
m Loi((a, b)) ne dépend que de Loi(a) et Loi(b)
m convolution libre: Loi(a + b) = Loi(a) H Loi(b)
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Introduction aux matrices aléatoires

L Probabilités libres de Voiculescu

Théoreme central limite libre

44/ 52

m Siai,az,... € Asontlibres, réels, de méme loi,
m centrés 7(a;) = 0 et réduits 7(a?) =1

m Alors:
Sy = art---+an E) DemiCercle([—2, 2]).
ﬁ n—oo
m C’est-a-dire
_ 0 sir=2k+1
Vr>0, lim 7(s,)= { 12Ky o
n—oo ﬁ(k) sir=2k

m Lois du demi-cercle stables par convolution libre
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L Probabilités libres de Voiculescu

Liberté asymptotique

m spec(A + B) # f(spec(A), spec(B))
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Introduction aux matrices aléatoires

L Probabilités libres de Voiculescu

Liberté asymptotique

m spec(A + B) # f(spec(A), spec(B))
m Si A et B GUE indépendantes alors

i, Bpiare = fim, Eyia 3 Jim Er
B Siua — s et ug — pp et U,V Haar unitaires indép. alors

lim Epyavsyvevs = pia B pp.
n—oo
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Introduction aux matrices aléatoires

LQuelques mots sur Marchenko-Pastur et Girko

Universalité de Marchenko-Pastur

Gauss dim=600 Rademacher dim=600
M =]
7 0.6 4 M
0.6 4 [ T3 M 1=
N ~
- 0.5 N
0.5 HNq H®MN A
b
0.4
0.4 -
0.3 4 037
0.2 4 0.2
0.1 0.1 4
0 T 1 0 1
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
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Introduction aux matrices aléatoires

LQuelques mots sur Marchenko-Pastur et Girko

Marchenko-Pastur: quelgques mots

B Mémes méthodes (moments, résolvante)
m Modéle gaussien: Laguerre Unitary Ensemble (LUE)

m LUE: Minimisation d’énergie, polyndmes orthogonaux
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Introduction aux matrices aléatoires

astur et Girko

Quelques mots sur Ma

Universalité de Girko

Gauss dim=600 Rademacher dim=600

0.8 o
0.6 o

0.4 o

A48/ 52




Introduction aux matrices aléatoires

LQuelques mots sur Marchenko-Pastur et Girko

Girko: quelques mots

m Echec de la méthode des moments et de la résolvante
m Modeéle gaussien: Complex Ginibre Ensemble (CGE)

m CGE: Minimisation d’énergie, polyn6mes orthogonaux
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Introduction aux matrices aléatoires

LQuelques mots sur Marchenko-Pastur et Girko

Girko: quelques mots

m Potentiel logarithmique

U,(2) = /Cm ‘Zf 57 9

m Formule d’inversion

AU, = —2mp
m Hermitisation

1
U (2) = - In |det(A — zI)|

_ _% In ’det V(A = zI)(A - zI)*

= In(s)du ~(s
|0 a9
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Introduction aux matrices aléatoires

LQuelques mots sur Marchenko-Pastur et Girko

Un probleme ouvert sur l'invertibilité

mA= (Aij)lgi,jgn i.i.d. P(A,’j = —1) = P(A,'j = 1) = 1/2

51/ 52



Introduction aux matrices aléatoires

LQuelques mots sur Marchenko-Pastur et Girko

Un probleme ouvert sur l'invertibilité

mA= (A,‘j)]_g,"jgn i.i.d. P(A,‘j = —1) = P(A,'j = 1) = 1/2

m Conjecture (derniers progrés: Bourgain-Vu-Wood):

P(det(A) = 0) <; T o,,%o(1)>n.

51/ 52



Introduction aux matrices aléatoires

LQuelques mots sur Marchenko-Pastur et Girko

Un probleme ouvert sur l'invertibilité

mA= (Aij)lgi,jgn i.i.d. P(A,‘j = —1) = P(A,'j = 1) = 1/2

m Conjecture (derniers progrés: Bourgain-Vu-Wood):

P(det(A) = 0) <; T o,,%o(1))n.

m Probabilité d’'égalité de deux lignes ou colonnes: 27",
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m Global / Local
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m Asymptotique / Quantitatif
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