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Introduction

La plupart des modéles stochastiques appliqués a la finance ou a
|'assurance partent du principe d'absence de mémoire tant pour les
événements observés que pour |'action d’agents sur les marchés.
La plupart des modéles sont markoviens.

Dans la pratique, les événements (les sinistres, par exemple) et le
comportement des acteurs sont des événements présentant une corrélation
temporelle.

Deux exemples:

m Telesca et Lovallo (Physica A, 2006) Are global terrorist attacks
time-correlated 7 Recrudescences d'agressions ou acalmies.

m persistant economic fears keep investors on edge Fin. Times, 2008.

Possibilités: 1) garder un modéle markovien qui de temps en temps
change de classe de risques.

2) introduire de la mémoire dans les modéles pour appréhender la
persistance inhérente au sous-jacent.
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Le point de départ...

On considére sans doute le modéle additif markovien le plus simple (sans
étre trivial) en temps discret: la marche aléatoire symétrique.

m Ses accroissements (Y,, n > 0) sont définis dans {—1,1}, sont
indépendants et P(Y, = —1) =P(Y, =1) =1/2.
m On définit la marche

t
Xe=> Yn, teN,.
n=0

Le processus est sans mémoire.

m Le changement d'échelle classique permet d'obtenir un processus
stochastique en temps continu markovien: le mouvement brownien
(Ax —0).

Z8 = AXsjny, D7 =N2

Le processus interpolé: (Z2, s > 0) converge en loi vers (W;, s > 0).

Cénac, Chauvin, Herrmann, Vallois () Université de Bourgogne, Dijon 28 mars 2012 4 /26



marches persistantes

Un modéle & mémoire courte

Définition d'une marche aléatoire persistante dont la mémoire est de
longueur 1:

t
Xe=)_VYi, teNy.
i=0

Les accroissements (Y;) forment une chaine de markov de probabilité de
transition

11—« o
T = O<a<l, 0<B<Ll.
( 8 1—5) 2

m si o + 3 =1, les accroissements sont indep. (sans mémoire)
m le cas symétrique: a = [ a été étudié (description de la loi de X;)
par Fiirth ('20) Taylor ('21) Goldstein ('51) Weiss ('94, "02)
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marches persistantes

X la marche persistante
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marches persistantes

La persistance (qui provient d'une mémoire a court terme) a une influence
non négligeable sur le processus a long terme (Vallois & Tapiero "07):

E 1[Xe] := E[X¢e|Xo = Yo = +1] = ?:f (t+ 1)—(13[5[))2( _ptth,

avec p = 1 —a — 3. Fonction génératrice: ®(\,t) = E, 1[\%], (A > 0).
Proposition

La fonction génératrice satisfait

1/,1-—
d(\, t) = a0 +a 6" avec Qizi( )\a-l-(l—ﬁ))\j:\/i_)),

D= (1;\a+(1—ﬂ)>\>2—4(1—a—6)

:(1—6)>\2+/3—)\0_

et a_ =\—a;.

a
+ \/5
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marches persistantes

Idée de preuve: la fonction génératrice est déterminée grace a la
décomposition
(D()\, t) = (D_()\’ t) + ¢+()‘? t)a

o d_(\, 1) = ENe1py,— py] et &4 (A t) = EN¢11y,—qy).
#+ solution du systéme:
O_(\t+1) =152 d_(\t)+ 2 o () 1)

O\ t+1) = aAd_(\ )+ (1 — B)ADL(N, t)

m La distribution marginale du processus (X;, t € N) dépend fortement
de la mémoire courte de ses accroissements.

m Cette mémoire est elle encore présente dans la dynamique du
processus limite (changement d'échelle) ?

A
Z5 = A Xon,
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marches persistantes

Procédure de changement d’'échelle

Soit (Y%, t € N) une CM de transition

A (1-a—clx a0t ol
60 + c1Ax 1- 50 — Ay .

Soit (X;, t € N) la marche aléatoire d'accroissements (Y;) et
(Z2, s € ATN) le processus renormalisé

Z8 = AXgyny, (AT >0, Ac>0).

On notera (Z2, s > 0) I'interpolation linéaire de Z2.

m Quel est le processus limite lorsque A1 et A, tendent vers 0 7

m deux paramétres: le coefficient d'asymétrie pg = 1 — ag — B et
no = Bo — ao.
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marches persistantes

Premier cas: le coefficient d'asymétrie est différent de 1

Si po=1—ag— Po # 1 alors la limite par changement d'échelle fait
disparaitre la mémoire: la processus limite est markovien.

Si rA7 = Ay avec r > 0. Alors (ZA, t > 0) — —%.

Si rAT = A2 avec r > 0, alors (€2, t > 0) defini par

tv/ro
(1-po)VAT

converge en loi vers (¢2, t > 0), quand A, — 0, ol

5?:2r( Ty T )t+\/r(11+/i°)(1—( o )Wt,

& =20+

1—po (11— po)?

avec 7 = (cg+c1)/2 et 7= (a1 — 0)/2.
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marches persistantes

Second cas: le coefficient d'asymétrie est égal a 1

ag = Bp = 0, dans ce cas, les transitions sont données par
1— A ol

A 08 x 08 x

= < aly  1—caly > (0, 1> 0).

Théoréme (2010)

La marche aléatoire interpolée (Z2, t > 0) converge en loi (A, = A7)
vers le processus du télégraphe intégrée (ITN) (Z°%, t > 0).

Description de I''TN: (e,, n > 1) une suite d'exponentielle £(1) i.i.d.
1/co si k est pair

0,1 __ _
Ny - kz>1 1{>\1e1+>\262+--.+>\kek§t}7 avec A\ = { 1/c; sinon.

t
On définit 2,2 = / (—1)Ne" " du.
0

Dans le cas symétrique (i.e. co = c1), on note N° (resp. Z;°)
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marches persistantes

Zt

e A2&r  Azes \aes t

le processus du télégraphe intégré

Cénac, Chauvin, Herrmann, Vallois () Université de Bourgogne, Dijon



Idée de preuve: On note Ty =inf{t >1: Y: # Yo} et
Tk+1 = inf{t > T o Y 75 YTk}; k>1.

Alors les variables aléatoires Ay = T, — Tx_1 sont indépendantes et
ATAx (resp. A1Azks1) converge en loi vers £(1/¢p) (resp. £(1/c1)).

Remarques

m le processus du télégraphe intégré n'est pas un processus markovien.
Il possede une mémoire instantanée. (Z;, D_Z;) et (Z;, N) sont
markoviens.

m le ITN est I'un des processus déterministes par morceaux les plus
simples.

m il n'y a que ces deux processus limites possibles: le télégraphe intégré
(mémoire instantanée) ou le Brownien avec dérive (sans mémoire).
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Description du télégraphe intégré. Propriétés

€0C1

t
Rappel: 2% = / (—1)Na""" du avec le processus de comptage
0

€01 _ B
N = Z Linerfhoeat Ao <t}s AveC Mg =
k>1

1/cop si k est pair
1/c;  sinon.

Proposition

La loi de Z;>* est donnée par

P(Z& € dx) = e~ t5,(dx) + e THF (£, X)L_p.q (%),

f(t,x) = [ %h( coc1(t? — x2))_|-c1/0<1 [coca(t2 — Xz)ﬂ %

< — v+2m
ouT=(co+c)/2, T=(co—c1)/2et I,(§) = ZmZO %
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Description du générateur: si F : R x N — R est continue et bornée avec
z+ F(z,n) de classe C! pour tout n alors
d OF
—RI[F ZCO,Cl NCO,Cl — E[i
S E[F(zoe N =E[2

FE[(FZ0% N@® 1) - F(Z0%, NP ))

(ZtCo,q’ NtCO,C1)(_1)NtC°’C1]

X (Col{Nfo’c1€2N+1} + Cll{Nf"’“@N})]'
En appliquant & F(z,n) = e "1 ,con puis F(z,n) = e #*1,con41 ON
obtient la transformée de Laplace
1

E[e 12" = NG [(—,u + 7) sinh(tVE) + \/ECOSh(t\/E)] e

avec £ = p? — 27 + 2. Et finalement

S+2T —
C(s+T)2-¢

oo 0 C:
F(u,s) :/ e_SfIE[e_“Zt0 1]dt =
0
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Processus du télégraphe

Une petite curiosité... dans le cas symétrique

1
Soit u(x,t) = E{f(x +at) + f(x — at)}, x€R, t>0.
I'unique solution de |'équation des ondes

Pu 282 ou
81’2 - Ox a2 U(X,O)—f(X), E(X,O)—O

w(x, t) { ( NE L ds)}, solution de I'eq. du télégraphe (TE)

2 2
OW 2" — 2% w(x,0) = F(x), ‘thv

2 o T e (x,0)=0.

m généralisation dans le cas asymétrique: systéme de deux équations

m le processus du télégraphe converge par changement d'échelle vers un
mouvement brownien (cas symétrique).
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VLMC & Télégraphe généralisé

Mémoire de longueur variable et processus déterministes par morceaux.

La mémoire de longueur finie sur les accroissements de la marche aléatoire
n'aboutit qu'a une mémoire instantanée par changement d'échelle et
passage a la limite.

®» Besoin d'un processus 8 mémoire de longueur variable

On construit une chaine de Markov (Y, M,) ot

m (Y},) est le processus des accroissements: la marche aléatoire est
P t
définie par Xy = >, o Ya.

m M, € N* représente la mémoire des accroissements.

w((i, k), (i, k + 1)) —1- ﬂ((i, k), (i, 1)) —1-opy, i=+1, k>1,

Enfait M, =inf{1<i<n: Y,_i# Ya}
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VLMC & Télégraphe généralisé

Yn

l—ap1 1—ay2 1—oayg3

+1 (Y2, M)

Figure: Description d'une trajectoire de (Y, Mp)n>0

Une remarque : O’(Yo, Mo, Ml, ceey M,,) = O‘(Mo, Yo, RPN Yn).
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VLMC & Télégraphe généralisé
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VLMC & Télégraphe généralisé

Le comportement en temps long de la chaine de Markov permet de
décrire I'asymptotique de la marche aléatoire.
Sous I'hypothése

n—1
Oy = Z H(l — g ) = Zpi(n) < 00
n>1 k=1 n>1

la chaine de Markov (Y:, M;)ten admet une proba invariante. Ainsi

im E(X¢) _ ©; — 0,
t—o0 t el + @2 '

De plus, si >, nP+(n) < oo avec alors il existe une constante C € R
telle que

©1+ 0,

t—o0

lim {E(Xt) _ 9o 91} =C.
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Loi de X; pour tout t € N avec ( Yy, My) = (1,1) (formule compliquée).

Théoréme

En choisissant une variable géométrique 7 indépendante de (X;) avec
P(r=k)=p (1 —p), k>0
on obtient I'expression de la fonction génératrice double E[\>"]:

(1= 1) {0 (P () + Py () + (e — )P (5) Py ()}
(A= 1P (Mt) + Mo = NP (§) + O = 1) (= AP (§) P+ (\)

ol Py est défini pour 0 < x < 1 par 73¢(x) =D k>1 P (k)xk.

la génératrice dble n'est plus forcément une fraction rationnelle

msi o, =« alors P_(x) = D1l — a)kIxk = o)
msia_,=1—a/k, then P_(x) = > k1 % = xe™.
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Changement d'échelle et processus limite
Soit A, > 0. On suppose
ajk = (kDA + djx Dy, k=1, i==%

ou f_ et f, sont des fonctions positives qui satisfont [ fij(u)du = occ.
On note (Z2) I'interpolée linéaire de

78 = A X, t=kA,
avec A := Ay = A,. On définit le processus de comptage:

NA =sup{n>0: AT, <t} = Zl{ATnSt}v
n>1

ol T, est la suite des temps de changements d'états des accroissements
(Yn).
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Théoréme

Soit Yo = My = 1, une suite (e,, n > 1) de v.a. indépendantes telle que

t t
P(e2p—1 > t) = exp—/ fr(u)du, P(e>t)= exp—/ f_(u)du
0 0
On définit le processus de comptage N? = Y n>1 Ler+...ren<t}, alors
(N2, t > 0) converge en loi vers (N2, t > 0) quand A — 0.
Idée de preuve:
P(A(T2k+1 — T2k) > t) = (]. — Oz+71) X ... X (1 — a-i-,l_t/AJ)‘

On pose da(t) := log {P(A(T2k+1 — Tox) > t)} ZWAJ log(1 — oy ).
Comme £, est une fonction continue,

N
Jlim 0a(t) = lim —A Z fL(A) = / fr(u O
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VLMC & Télégraphe généralisé

Corollaire

Soit mi =t—sup{er+...+e: e1+...+e <t}
Condition initiale X£* = 1. On définit le processus mémoire renormalisé

M2 = AM,, Y2 =Y, pour k = &J .

Alors la convergence en loi suivante est vérifiée:

= & 0 0
(28 vo M) o (2= [0 (-0, m).

De plus, (Z?, (=N me, t > O) et ((—I)N?, me, t > 0> sont des

processus markoviens.
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VLMC & Télégraphe généralisé

Lois des sauts de la dérivée

Si f_ est une fonction constante alors (e2,) est une suite
d’exponentielle (loi sans mémoire).

Si f_(x) = axx® L avec a > 0et A > 0 alors ey, est une suite de
v.a. de Weibull de paramétres (a, A).

Si f_(x) = % Lix>xo} @vec xo > 0, alors ez, suit une loi de Pareto.

Double transformée de Laplace

Il est possible de calculer £(r,y) := [~ e™"* E[e‘”zg] dt, r>0,~v >0,

qui est égal a

—(r+NR(r =R (r+7)+R_(r—=7)+Ry(r+7)

(r=7R-(r =)+ (r +7R4(r+7) = (2 =¥2)R_(r —7)R+(r +7)’

avec

Ri(z) = / e=7t=Jo Fe(u) d dt, zeR.
0
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VLMC & Télégraphe généralisé

Remarque: un lien entre le processus des accroissements (Y},) (temps
discret) et le double peigne (VLMC) décrivant les mots de longueur infinie
dans un alphabet a deux lettres {0,1}. Exemple: ...1000111010

Quelques questions ouvertes:
m loi du processus Z0 a t fixé: fait intervenir des sommes de lois de
Weibull ou sommes de lois de Pareto ou...

m description du générateur et utilisation pour établir des ponts entre
différentes EDP
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